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Transformada de Fourier:
Aspectos Teoricos
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Transformada de Fourier

 En 1807, Fourier propuso una solucion a una
ecuacion conocida como “La Ecuacion de Calor’.

 Esta ecuacion trataba de describir la manera en
la que el calor se distribuia en una placa de
metal, dada la existencia de fuentes de calor
conocidas.

* Era una ecuacion diferencial parcial parabdlica,
gue en ese entonces no tenia solucion.
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Transformada de Fourier

* Antes de Fourier, soluciones particulares para
esta ecuacion habian sido propuestas.

e Solo aplicaban si la fuente de calor se
comportaba como una onda.

- Dicese, si se comportaba como una sefal que
oscila a una unica frecuencia, como una funcion
de seno o coseno.



Transformada de Fourier

* Fourier generalizo dichas soluciones de la
siguiente manera:

* Varias ondas sumadas entre si pueden ser
utilizadas para representar cualquier senal
periodica.

e Y asi, se inventaron las Series de Fourier.
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Un COS(HJC) + bn Sin(nx)















 F es la senal f transformada al dominio de la frecuencia.
¢ W_SON las frecuencias de las ondas que, al sumarse, representan a f.

- F(w ) es la magnitud de la onda que oscila con frecuencia w .




., Para que?

* Permite representar una senal, cualquier
senal, en otro dominio.

* Es la misma senal, solo que es vista de dos
puntos de vista (o “"dominio”) diferente.
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Pero, podemos hacer muchas cosas en €l
dominio del tiempo... es comodo y bonito.

. Para queé necesitamos irnos al dominio de la
frecuencia?



fagnitude
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Representacion de Ondas



 F es la senal f transformada al dominio de la frecuencia.
¢ W_SON las frecuencias de las ondas que, al sumarse, representan a f.

- F(w ) es la magnitud de la onda que oscila con frecuencia w .




 F es la senal f transformada al dominio de la frecuencia.
¢ W_SON las frecuencias de las ondas que, al sumarse, representan a f.

- F(w ) es la magnitud de la onda que oscila con frecuencia w .

Cada una de estos valores
tiene que representar una onda
completamente.

FAN
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¢ Qué es una onda?

* Es una senal peridodica, que oscila a una
frecuencia dada (lo cual depende de su
longitud de onda, o periodo):

4 Periodo

AWAWAWS
VAVAYS
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¢;,Cuales son sus partes?

* Necesitamos poder definir una onda
completamente. ; Qué nos hace falta?

4 Periodo

AWAWAWS
VAVAYS
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., Cuales son sus partes?
» Estas son todas sus partes:

Periodo
(Frecuencia)

pris /\ /\ /\ /
VARVERY

Fase




Representacion de Ondas

* Una onda puede ser representada con un coseno,
con un seno, o0 con un exponencial, ya que la
formula de Euler indica que:

e”=cos(x )+isin(x)

 Donde e es el numero Euler, que es la base del

logaritmo natural, y se calcula con la siguiente serie:
1

—1+l+ + 1 + 1 e
ST T T %2 T1%2%3 " 1%2%3%4

e Se puede redondear a 2.71828.
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Representacion de Ondas

* Entonces, una onda f que:

— Oscila a una frecuencia w

- Que tiene una amplitud ¢
- ConunDCd
- Y una fase 0

e Se puede representar asi:
f(t)zceioot+6+d



¢, Una exponencial imaginaria®?

* Hay varias razones:

- Alos(as) maestros(as) de senales y sistemas nos
gusta torturar a estudiantes.

- Como veremos despues, representar una onda
con exponenciales simplifica enormemente las
ecuaciones de transformacion.

- Y, la exponencial puede representar otras cosas.
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Exponencial Imaginaria:
Tiempo

e Sila variable es tiempo, como habiamos dicho
antes, la exponencial imaginaria representa
una onda en el dominio del tiempo:

f(t)zceioot+6+d
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Exponencial Imaginaria:
Frecuencia

e Sila variable es frecuencia, la exponencial
imaginaria actua como un operador de
desfase :

F((D)eimto_)f(t_l_to) Donde F(w) es f(t) en el

dominio de la frecuencia.



Exponencial Imaginaria:
Muestreo

e La parte real del operador de desfase es un
coseno, el cual comienza en la parte mas alta
de la onda.

* Al extraer solo la parte real de la senal
despues de la operacion, obtenemos el valor
en t=0. Es decir, es una forma de muestreo:

F(w)e""=F(w)cos(wt,)+i F(w)sin(wt,)

Valor en t=0, después de
haber desfasado t, segundos.

Esto equivale a: f(t )
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;,Qué es w?

* Es la "frecuencia angular”: radianes por
segundo.

 Recordemos que el exponencial es realmente
una sumatoria de un coseno y un seno que
reciben como entrada un angulo.
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Relacion entre wy ¢

* La frecuencia en Hertz ({) representa periodos
por segundo.

e Si cada periodo de una onda senoidal es 21T
radianes, entonces:

w = 21(
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Calculo de la Transformada de Fourier
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La Transformada es una Sumatoria

* Una senal discreta se puede considerar como
un arreglo de muestras de energia.

* Por lo tanto, segun Fourier, deberiamos de
poder representar cualquier momento en el
tiempo de una senal como una sumatoria de
las energias en ese momento de ofras
senales periodicas.
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Mapeo Formal
de Frecuencia a Tiempo

I < -
:ﬁ’;F((ﬂ

Donde:
- t es un momento en el tiempo en segundos
- f(t) es la energia de la sefal en el momento ¢
N es el numero de senales periodicas con
las cuales queremos representar a f(1)
- w_es la frecuencia numero n

- F(w ) es una onda con frecuencia w_
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Mapeo Formal
de Frecuencia a Tiempo

I < »
:ﬁ’;F((ﬂ

La exponencial imaginaria esta
“muestreando” a la onda F(w ) en el tiempo t.

Donde:
* t es un momento en el tiempo en segundos
- f(t) es la energia de la sefal en el momento ¢
N es el numero de senales periodicas con
las cuales queremos representar a f(1)
- w_es la frecuencia numero n.

- F(w ) es una onda con frecuencia w .
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.. Mapeo?

* El valor f(t) es calculado con todos los valores
del dominio de la frecuencia F(w,). Esto

significa dos cosas:

- El tamano de la sefnal en el dominio de la
frecuencia es la misma que en el dominio del
tiempo.

- Y como todo mapeo, se puede hacer en direccion
inversa: calculando un F(w_) con todos los valores

del dominio del tiempo f(1).
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Mapeo Formal
de Tiempo a Frecuencia

Donde:

- t es un momento en el tiempo en segundos

- f(t) es la energia de la sefal en el momento t
- T es el tiempo final de f(t)

- w_es la frecuencia numero n

- F(w ) es una onda con frecuencia w_
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Mapeo Formal
de Tiempo a Frecuencia

Flw Zf e 1!

; Qué significa esto?
¢ Qué rol esta jugando la exponencial imaginaria?

Donde:

- t es un momento en el tiempo en segundos

- f(t) es la energia de la sefal en el momento t
- T es el tiempo final de f(t)

- w_es la frecuencia numero n

- F(w ) es una onda con frecuencia w_
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La variable es tiempo...

Flw Zf e 1!

La exponenmal imaginaria esta actuando como
una onda oscilando a frecuencia w .

El resultado es el producto punto entre:
- La senal a convertir, f(t)
. Una onda oscilando a frecuencia W

Equivale a la contribucion de la frecuencia w_en f({).

Resultado: un numero complejo que representa a la
onda oscilando a esa frecuencia dentro de f(t).
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Otra forma de verlo...

 |La Transformada de Fourier tiene muchas
Interpretaciones.

* Una que me ha gustado mucho la pueden ver en un
video de YouTube del canal 3Blue1Brown, titulado:

- “But what is the Fourier Transform? A visual
introduction.”

- https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
* Hay una copia del video en la pagina del curso.
- Como forma de respaldo, por si el video es removido.


https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY

44444

Pero lo mas impresionante:
todo esto con solo cambiar un signo

F(0)=5 2 Flo,)e™
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Version Continua

* Lo que estamos viendo realmente es la
Transformada Discreta de Fourier.

— Ya que es la que nos es mas relevante.

* Recordatorio: una sumatoria de los valores de
un senal es equivalente a una integral (area bajo
la curva).

* Por lo tanto, la version Continua de esta
transformada (la original) se puede obtener
substituyendo las sumatorias por integrales.



Version Continua



Version Continua (en Hertz)

fle)=] F(T)e™ ™ 'dg

F(o)=[ f(t)e ™™ dr



Componente DC

_1
ié
T

~
S

Es el promedio de la energia
de la senal en el periodo.

—iOt



Componente DC




Componente DC
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Ciclo de Trabajo: 50%
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1.5

0.5

0.5

-1.5

Componente DC

1 2 3

Ciclo de Trabajo: 25%
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1.5
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Componente DC

1 2 3

Ciclo de Trabajo: 75%
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Propiedades de la Formula de Euler
e™=cos(x)+isin(x)

e"+e “=cos(x)+isin(x)+(cos(—x)+isin(—x))

=cos(x)+isin(x)+cos(—x)+isin(—x)
=cos (x)+isin(x)+cos(x)—isin(x)
=2cos(x)

cos(x)=NR (eiX)Z%(eix+e_iX)



Propiedades de la Formula de Euler
e™=cos(x)+isin(x)

IX —1X
e —¢€¢ =CO0S

(x)+isin(x)—(cos(—x)+isin(—x))
=cos(x)+isin(x)—cos(—x)—isin(—x)
=cos(x)+isin(x)—cos(x)+isin(x)
—j2sin(x)

sin (x)=3 (eiX)Z%(eix—e_ix)



56/67

Propiedades de la Formula de Euler
cos x)-cos(y)= L (e +e ™) eV e )
_1 —(e"e”+e*e V+e eV+e Me V)

]_ (ei(x+y)+ei(x—y)+ —i(x+y)+e—i(X—J’))

e

1 (ei(x+y)+e—i(x+y)+ i(x=y) —i(x—y))

e e

:;_(% (/9 g omiley)) ;_ (Y 4o 1x=2)))
zl—(cos(x+y)+cos(x—y))
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Propiedades de la Transformada de
Fourier

5(t) »F~» 1
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Propiedades de la Transformada de
Fourier

1 >F~> §(¢)




59/67

Propiedades de la Transformada de
Fourier

Kimt,) 2F> X(C)e

0.5 4
X(t) il |
0.5 .
" 0 5‘0 1(I}0 1|50 200
1 ‘ w T T |
0.5 ‘ 7
X(t-t,) i |
|
0.5 ‘ 7
| ‘ . .
" 0 ‘ | 50 100 150 200
I
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Propiedades de la Transformada de
Fourier

rec(t) >F- sinc(¢)
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Propiedades de la Transformada de
Fourier

sinc(t) =>F-> rect(C)
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Propiedades de la Transformada de
Fourier

tri(t) > F> sinc’(T)
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Propiedades de la Transformada de

Fourier
Guassiana — At U o~ (nE)/A
e - F-> \/;€
Convolucién x(t)xy(t) =»F=> X(T)Y(T)
Correlacion Corr(x(t),y(t)) »F-> Xx(2)v"(¢)

L

Escala de Tiempo x(At) =>F= AX(C,/A)
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Algunas Consideraciones

* Las series de Fourier pueden representar
cualquier senal periodica.

e La transformada de Fourier asume que los
datos de tiempo que se le entrega es
realmente el periodo de una senal con
longitud infinita, y es esta la que se quiere
transformar al dominio de la frecuencia.



* La transformada de Fourier puede transformar
senales discontinuas:

Algunas Consideraciones

— Aunque, esto resulta en aproximar la

f(t)

discontinuidad insertando componentes de alta

frecuencia.

[
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Algunas Consideraciones

e Solo tiene una limitante del tipo de sefal que
puede transformar:

- Que tenga energia finita.

- Si fuera infinita, seria imposible calcular el
componente DC.
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Siguiente Tema:

Aspectos Practicos de la Transformada de Fourier
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